Elektromagnetische Feldtheorie | (EFT 1)/
Electromagnetic Field Theory | (EFT 1)

Lecture 9/9. Vorlesung

Dr.-Ing. René Marklein
marklein@uni-kassel.de
http://lwww.tet.e-technik.uni-kassel.de
http://www.uni-kassel.de/fb16/tet/marklein/index.html

Universitit Kassel University of Kassel
Fachbereich Elektrotechnik / Informatik Dept. Electrical Engineering / Computer
(FB 16) Science (FB 16)
Fachgebiet Theoretische Elektrotechnik Electromagnetic Field Theory
(FG TET) (FGTET)
Wilhelmshéher Allee 71 WilhelmshGher Allee 71
Biiro: Raum 2113/ 2115 Office: Room 2113 / 2115
D-34121 Kassel D-34121 Kassel

Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder

Point Charge(s): Monopole, Dipole, and Quadrupole ... /
Punktladung(en): Mono-, Di- und Quadrupol ... (2)

Application: Numerical Solution of Unbounded Static Problems /
Anwendung: Numerische Lésung von unbegrenzten statischen Problemen

_P®)

A, (R) = -
0

Problem: Parallel Plate Capacitor in an Unbounded Region /
Problem: Paralleler Plattenkondensator in einem unbegrenzten Gebiet

. Numerical Solution: We need to Specify Boundary
Outline of the Problem / Conditions at the Boundaries of the Simulation Area which
Entwurf des Problems is always bounded. /

Numerische Lésung: Wir miissen fiir die Rander des
numerischen Simulationsgebietes, welches immer begrenzt
Parallel Plates / ist, Randbedingungen spezifizieren.

Parallele Platten
\A\; "r---“/y- ___________
1
Boundar
77e+ | | 77e— Y

Condition (BC) ?/ + »

Randbedingung (RB) ?
Electrostatic Surface Charges /
Elektrostatische Flachenladungen

Open Boundary
Condition (OBC) ? /
Offene Rand-
bedingung (ORB) ?




Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder

Point Charge(s): Monopole, Dipole, and Quadrupole ... /
Punktladung(en): Mono-, Di- und Quadrupol ... (2)

Application: Numerical Solution of Unbounded Static Problems / AD,(R) =~ Pe (R)
e\

Anwendung: Numerische Losung von unbegrenzten statischen &
Problemen
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With Dirichlet Boundary Condition / Mit Dirichlet Randbedingung With Open Boundary Condition (OBC) / Mit offener Randbedingung (ORB)
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Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder

Point Charge(s): Monopole, Dipole, and Quadrupole /
Punktladung(en): Mono-, Di- und Quadrupol

Monopole Moment /
Monopolmoment

One Point Charge /

#0 =0 =0
Eine Punktladung Q. #0, p =0, q =0

Dipole Moment /
Dipolmoment

Two Point Charges /
Zwei Punktladungen

Quadrupole Moment/
Quadrupolmoment

Four Point Charges /
Vier Punktladungen
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Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder

Field Lines of the Electric Field Strength of Two Spheres  Electric Field Lines of Two Spheres Carrying Charges of the
Carrying Charges of Opposite Sign / Feldlinien der Same Sign / Feldlinien der elektrischen Feldstérke zweier
elektrischen Feldstarke zweier ungleich geladener Kugeln

SCWEE

The Field Lines - Lines of Force — of the Electrostatic Fields were Formed by Grass Seeds (Kentucky Blue Grass) Strewed on
Glass Plates. To Make the Seeds more Mobile, the Plates were Waxed with a Liquid Wax. /
Die Feldlinien — Kraftlinien — elektrostatischer Felder formiert durch Grassamen (Kentucky Blue Grass) gestreut auf
Glasplatten. Um den Samen mobiler zu machen, wurden die Glasplatten mit flissigem Wachs behandelt.

Reference: Oleg D. Jefimenko: Electricity and Magnetism. An Introduction to the Theory of Electric and Magnetic Fields.
Electret Scientific Company, 1989 (reprint of the 1966 edition)

Electrostatic Field Lines / Elektrostatische Feldlinien

The Field Lines - Lines of Force — of the Electrostatic Fields were Formed by Grass Seeds (Kentucky
Blue Grass) Strewed on Glass Plates. To Make the Seeds more Mobile, the Plates were Waxed with a
Liquid Wax. /

Die Feldlinien — Kraftlinien — elektrostatischer Felder formiert durch Grassamen (Kentucky Blue
Grass) gestreut auf Glasplatten. Um den Samen mobiler zu machen, wurden die Glasplatten mit

flissigem Wachs behandelt.

Reference: Oleg D. Jefimenko: Electricity and Magnetism. An Introduction to the Theory of Electric
and Magnetic Fields. Electret Scientific Company, 1989 (reprint of the 1966 edition)

Kentucky Blue Grass (Bot.), a Valuable Pasture and Meadow Grass (Poa Pratensis), found in Both
Europe and America. A Species of Grass which has Running Rootstocks and Spreads Rapidly. It is

Valuable as a Pasture Grass, as it Endures both Winter and Drought Better than Other Kinds, and is
very Nutritious. /

Kentucky Blue Grass (Bot.), ist ein wertvolles Weide- und Wiesengras (Poa Pratensis), welches man in
Europa und Amerika vorfindet. Es ist eine Grasart, welches einen laufenden Wurzelstock hat und sich

schnell ausbreitet. Es ist sehr wertvoll als Weidegras, weil es Winter als auch Diirre besser als andere
Arten Ubersteht, und es ist sehr nahrhaft.




Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

Problem:

Q. known / bekannt!

@, E unknown / unbekannt!

SB(oundary)
\4 Medium B"’

—00 ¢—

P (R)=0.6(R-R,)

Re S: P, (R)#0
=nxER)#0
I

=i

A

0.(R) > pec/iel
D, (R)=0, Re Sy
O q
=nxER)=0

Re Sy :q)e(B):O

=nxER)=0[" |
T 7

Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

Re Sp: @, (R)=0
=nxER)=0

BE SB :q)e(B)=0
=nxER)=0
1

o R)= 2 11
¢ 4mg, ([R-R,| |R-R_|

QC 1 _ 1 Z>0
P, (R)=1 47 |[R-R,| R-R_[] =

0 z<0




Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

Re Sy : D (R)=0
=nxER)=0
[ :

Problem: Solution / Lésung:

0.(R) > pec/iel
®.(R)=0, Re Sy

/ =nxER)=0
N
7.(R) B(oundary) R
\ Medium —*

00 — —00 ¢—

0. (R) > pec/icll
®,(R)=0, Re S,

/ =nxER)=0
x

7(R)
g

|=
'

—co «—

SB(oundury)
\ Medium
I/

- | Image Charge /
Spiegelladung

Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

Solution by Applying the Method of Images /
Loésung durch Anwendung der Spiegelungsmethode )
0. (R) > pec/iel
@, (R)=0, Re S
=nxER)=0

7e(R)
S

»

.
/ R_
x e & Image Charge /

Spiegelladung

SB(oundary) \ E
oo Medium

Pe (B) = Qeé‘(g _B+) - Qeé‘(g - B_)

with - o R ——R
=ze _=-R, =—ze
mit =4 0%z = =+ 0z

O ! - ! z20
@, (R) =147 [R-R,| [R-R]
0 z<0




Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

ith
P.R)=0.5R-R)-0SR-R) ™" g __o R =R, =—ze

mit

Q L1 z20
D (R) =147, ‘B‘BJ ‘B—B_‘ N

0 z<0
E(R)=-V®.(R)
Qe B_B+ _ B_B— 220
=14 | [R-R,[’ [R-R_[|
0 z<0

DR) =& E(R)

oR-R,_R-R | __

=7\ [R-R.[ R-R]

0 z<0

Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

Field Lines of E /
Feldlinien von E

Medium

SB(oundary)

=X 7.(R) Induced Electrostatic Surface Charge Density /|

R=xe +ye, Induzierte (influezierte) elektrostatische

Flachenladungsdichte (Influenz)
—o< X,y <oo

PEC/IEL

Without the Method of Images we have to Solve the Following Integral Equation for the Unknown
Induced Electrostatic Surface Charge / Ohne die Spiegelungsmethode muss man die folgende
Integralgleichung fiir die induzierte (influezierte) elektrostatische Flachenladungsdichte I6sen

/ Unknown / Unbekannt

1 Qe 3}3(71() 2’ for
D (R)= + d°R =0 d_ (R =0
6(7) Ty ‘R— R+‘ '['[ ‘R' — R+ - fur c(f)‘z:()

z=0




Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

Field Lines of E /
Feldlinien von E

Medium

If D is known from the Method of Images /
Falls D liber die Spiegelungsmethode
bekannt ist

N B(oundary)

o o= D(B)‘BESB bekannt *

Induced Electrostatic Surface Charge Density /

7 (R) Induzierte (influezierte) elektrostatische
Flachenladungsdichte (Influenz)

PEC / IEL

7/(R) is Defined by the Normal Component of D / 7 (R) ist definiert {iber die Normalkomponente von D

7(R)=n-DR)y ¢

Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

7(R)=n+DR)|p o

0.[e.(R-R,) e.{R-R)

47| R-R,[ |[R-R|

z=0
_Qe z—1zy Z+ 2z,
T Arx s )32 y L P2
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Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder
Method of Images / Spiegelungsmethode

7(R)=n-DR)[y

10) . Total Electric Charge at the xy Plane at z=0 /
=== 0 Gesamtladung auf der xy Ebene bei z=0

3/2
27 r=0 |:r2+20 9=0
—— X l
S | dv=
o ., .p2 NEme
-0,z I ! dr [x ta } rra
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r=0|:}" +Zoj|
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Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder

Electrostatic Dipole / Elektrostatischer Dipol

Electrostatic Volume Charge Density / Elektrostatische Raumladungsdichte

. d
z PR =05R-R,)-0.5R-R)  wih R, ="e
d d d
Q. =0.0R-—e.)- QIR +e.) R =—e.
B+ Electrostatic Potential / Elektrostatisches Potential
d d=de, 0, 1 1

I L e e R e

¥ 47e,([R-R,| |R-R |
R

Electrostatic Field Strength / Elektrostatische Feldstarke

- 0.
) [R—R+ R—R}]

E® =y

Electrostatic Dipole Moment / Elektrische Dipolmoment

P, = ffj P(RR@R = ffj [QE(S(B’—&)—QJ(B’—BJ}B’#B’
R=— R=—o

=0, ffj SR -R,)R @’R -0, ffj SR -ROR@R =QO.R, -O.R_=0,(R,-R)=0.d
R'=—o R'=—o

:B+ =R_

=1e +1e. =de

T Ty Xz

=

Distance Vector / Abstandsvektor d =R, —




Electrostatic (ES) Fields / Elektrostatische (ES) Felder

Electrostatic Dipole / Elektrostatischer Dipol

Electrostatic Dipole Moment / Elektrostatisches Dipolmoment

P, =0.d i) Pe=Qld|=0[R <R |
o = peb, mit b =d= R, +R |
R,
d d= d§Z Electrostatic Quadrupole Moment / Elektrostatisches Quadrupolmoment
e _ hod ’ ’ ’ 3 ’
R v oa =[] n®RRRER
LAS Reoo
-0, ¥ / / VI
x =[] [06® -R)-0.6® -R )RR 4R
R'=—o

~0. [[] 5® -RORR &R -0, [[[ 5® -R RR@R
R'=—o R'=—

=R.R, =R_R_
= QeB+B+ _QEB,B,

Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

Governing Equations / Grundgleichungen

Integral Form / Differential Form / Je (B)
Integralform Differentialform is a Known Prescribed Electric
Current Density: For Example a
(ﬁC—aSH(B) «dR = J-[S Je (R)-dS VxH(R) = J. (R) Electric Current Density in a Wire /
- - ist eine bekannte vorgegebene
JIB®)-ds =0 VB0 " Betst e s

Stromdichte in einem Draht

Because of / Ve E(B) =0 B Can be Represented by / B(B) . vi XA(B)

Weil B kann dargestellt werden liber

In Vacuum we have /

Im Vakuum gilt B(R) = H(R)

HR) =L BR)

0

- LvxA®)
o




Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

Coulomb Gauge /
Coulomb-Eichung

V-AR)=0

It follows /

Es folgt UyH(R) =VxA(R)

Applying the Curl Operator Gives / —VUXV X
Die Anwendung des Rotationsoperators ergibt 'uOV XH(B) =VxV A(B)
=t (R)

VxVxA(R)=VV.A(R)-V-VA(R)
=0
=-V.VA(R)
=-AA(R)

AAR) = _/"Ole (B)l Vector Possion’s Equation /

Vektorielle Possion-Gleichung

Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

—_ Vector Possion’s Equation /
AAR) ’uOJe R) Vektorielle Possion-Gleichung

Solution /

Loésung
With the Three-Dimensional Static
Green’s Function /

AR) = o J'-UVS G(R- B’) Je (B/) d3 B’ Mit der dreidimensionalen statischen

Greenschen Funktion

GR-R)=—"— !

47 |R-R]|

H(R)= L VxA(R)
0

1 ’ , ,
S| LS SERL TR 4

:mVSVX [G(B—B')Je(g’)]dm'

Vx(DPA)=DVXA+VDxA

VX[GR-R) (R)]=GR-R)VxJ (R)+VGR-R)xJ (R
=0




Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

VOR-R)=y- L 1 11

R
47|R-R| 47 |R-R| 47|R-RT

|

|
<
|

|

|

Je (B’) x(R —B') 3| Biot-Savart's Law (for a Given Volume Source) /
= — —"d°R Biot-Savartsches Gesetz (fiir eine Volumenquelle)
|[R-RT

1
HR) =~ [f,

Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

Biot-Savart’s Law for a Line Source / Biot-Savartsches Gesetz fiir eine Linienquelle
Wire Carrying a Constapt Electric Current 10 / Biot-Savartsches Gesetz fiir eine Linienquelle
A

Source

Quelle :CS/_
> Je(B) =1, 5(”"’0)5(2)9¢7 >0
[Ty

Io J.(R)

1 J.RH)X(R-R) ;5 ,
H(BFEWVYWffB

=22 60 - 1)8(2 ey (9)*(R-R)

1
=— - r'dr’de’dz
4z Iw ¢,J=0r'£0 |R-RP
2T oo ’ % ’
I S(r'-ney (P)*(R-R)
=0 J' I 0% 3 r'dr'dep
A =0 |IR-R|




Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

Biot-Savart’s Law for a Line Source / Biot-Savartsches Gesetz fiir eine Linienquelle

=dR’
—
2T /, , ’
I, 7 ey (@)rpdy x(R-R)
HR)=-C | -
A im0 |[R-R]
R':r'=ry;z'=0
_ Iy 7 dR'x(R-R)
4 ; _R?P
4 =0 ‘ B B ‘ B':r':ro;z':o
Iy | dR' x(R-R)
e IR-RP |
S R '=ry;2'=0
! ! Biot-Savart Law for a Line Source with Contour C;/
x (R — E
H(R) = 1_0 .[ M Biot-Savartsches Gesetz fiir eine Linienquelle mit éer
—_— ’
4 & | R-R |3 Kontur C

Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

Example: Magnetostatic Field of a Infinite Thin and Long Wire Carrying an Electric Line Current /
Beispiel: Magnetostatische Feld eines unendlich diinnen und langen Drahtes, der einen elektrischen

Linienstrom fiihrt (1)

oo z
T
V4
Source fo
:Cg
Quelle
> Iy ¢ dR' x(R-R’
y HR)=2 [ =0 %)
T |IR-R]
x l
R=re (¢)+ze, e, ¢,(¢) e
R =re (¢p)+7e|, dR'x(R-R)=(0 0  a
, , r 0 z—7]
=z'e,, —c0< 7 Koo
R-R =re, +(z—z)e, =re,dz
3
’ T2 n2
ar =L R R-R[ <[+ (=27 ]
dz
=edz

-




Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

Example: Magnetostatic Field of a Infinite Thin and Long Wire Carrying an Electric Line Current /
Beispiel: Magnetostatische Feld eines unendlich diinnen und langen Drahtes, der einen elektrischen
Linienstrom fiihrt (2)

®) =0 = re, () , With the Substitution / Mit der Substitution
- 4r 2 n2 P2 a=z-z7
z——m[}" +(z-2") :| ,
dz' =—-da
1y s da Z'=—0: a=z+oo
=——"re
4 —¢(¢’)H_L[r2+azf/2 =
Z’:oo o =Z7Z—o0
10 I da =—oo
=—re, (o) j
¢ 372
ar o= |:r2+0!2:|
I, < da dx x
=Lre, () ] -
o 3/2 3/2
an H_J.—oo|:r +a2J [ax2+b] b\/ax2+b
oo with 2
Iy . a=1,b=r
=4—V§¢(¢7) N mit
z N ot

Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder

Example: Magnetostatic Field of a Infinite Thin and Long Wire Carrying an Electric Line Current /
Beispiel: Magnetostatische Feld eines unendlich diinnen und langen Drahtes, der einen elektrischen
Linienstrom fiihrt (3)

HR)=

[701 sgn(o) ‘a‘ ~

e (9
7¢
arr ;2 4 o2

o=—c0

oo

=[701 sgn(x) ‘0{‘ e (@)
righiertie? |7
Y=—oc0
Jo 1) iy sen@ g, sen(@)

4z 1 "‘_>”\/1+r2/0:2 ”’_”“’\/1+r2/0:2

=1 =1

_doly
=2l i D]e, (@)

With the Signum Function /
Mit der Signum-Funktion

-1 a<0

sgn(a) = {1

a>0

a=sgn(a) |of

e,(®)
With /

mit Vo’ =|a]




Magnetostatic (MS) Fields / Magnetostatische (MS) Felder
Example: Magnetostatic Field of a Infinite Thin and Long Wire Carrying an Electric Line Current /

Beispiel: Magnetostatische Feld eines unendlich diinnen und langen Drahtes, der einen elektrischen
Linienstrom fiihrt (3)

4 Z,|H¢,(V)|
I Iy 1
@m'sx/4¢‘r HR)= —2—¢, (¢)
VY =H,(r)
//:;:::ZZZ e = H,(r)e, (¢)
—/v/ V,r

1
[HR)|= |H, ()|~ =
r

Field Lines of the Magnetic Field Strength /
Feldlinien der magnetischen Feldstarke E(B)

End of Lecture 9/
Ende der 9. Vorlesung




